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ΘΕΜΑ Α 

A1. Σχολικό Βιβλίο Σελ.186 

A2. Σχολικό Βιβλίο Σελ.142 

A3.  Σχολικό Βιβλίο Σελ.161 

A4. α) Σ 

 β) Σ 

 γ) Σ 

 δ) Λ 

 ε) Λ 

ΘΕΜΑ  Β 

Β1 Ισχύει ότι ( )   ) (    : 0, : ,1 0,1h f g g fD D x D g x D x x= =   =  +  − =  

Ακόμα ( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
4 2 222 1 2 1 1h x f g x f g x f x x x x x x= = = = − + = − + = −  

Β2 Έχουμε ( ) ( )  
2

1 , 0,1h x x x= −   

( ) ( )  )2 1 0, 0,1 = −  h x x x  και η h συνεχής στο:  0,1  

h  στο  0,1  άρα η h είναι 1-1 

Ακόμα η h συνεχής στο  0,1  και h  άρα το σύνολο τιμών της h προκύπτει: 

( )

( )
( )   1

0 1
0,1

1 0
−

= 
 = =

= 
h h

h
h D D

h
  

Έχουμε λοιπόν: ( ) ( )
 0,10

2
1 1 1

xy

h x y x y x y x y


=  − =  − =  − + =   

                        
( )

( ) ( )
1

1 11 1 1
h y x y x

x y h y y h x x

− = →
− − = −  = −  = −  

Επομένως ( )1 1h x x− = −   και  1 0,1
h

D − = . 

Β3 ( )
 )

1
, 0,1

1

1
, 1

2

x
x

xx

x



 −
 −= 

 =


 

i. Αρκεί να δείξουμε ότι η φ είναι συνεχής στο  0,1  και ( ) ( )0 1   

Η φ είναι συνεχής στο  )0,1  ως πράξεις συνεχών, επομένως αρκεί να δείξουμε ότι η 

φ είναι συνεχής στο 1, έχουμε λοιπόν: 
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( )( )
( )( ) ( )( )

( )
1 1 1 1

1 11 1 1 1
lim lim lim lim 1

1 211 1 1 1x x x x

x xx x

x xx x x x


− − − −→ → → →

− +− −
= = = = =

− +− + − +
 

Επομένως η φ είναι συνεχής στο 1. 

Ακόμα 

( )

( )
( ) ( )

0 1

0 11
1

2



 


= 

 

= 


 

Τελικά ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρήματος ενδιαμέσων τιμών στο   0,1  άρα 

υπάρχει ( )0 0,1x   τέτοιο ώστε ( )0x =  με 
1

,1
2

 
 
 

 . 

ii. Έχουμε 
0,

2

1
1

6 2 6 2 2 
 
 

       





   
      

Άρα από θεώρημα ενδιαμέσων τιμών θα υπάρχει ( )0 0,1x   τέτοιο ώστε 

( )0x = . 

 

 

 

ΘΕΜΑ  Γ 

Γ.1.   ( )
2

2 , 1

3 1, 1

x
f x

x x

−  −
 = 

−  −
 

Από συνέπειες θεωρήματος μέσης τιμής έχουμε: 

( )
1

3

2

2 , 1

, 1

x c x
f x

x x c x

− +  −
= 

− +  −
και επειδή η f συνεχής στο  ισχύει: 

( )
1

3

3

2

2 , 1

, 1

, 1

 − +  −


= = −


− +  −

x c x

f x c x

x x c x

 

H f  διέρχεται από την αρχή των αξόνων, συνεπώς ( ) 20 0 0f c=  =  

H f  είναι συνεχής στο 1− , συνεπώς  ( ) ( ) ( )
1 1

lim lim 1
x x

f x f x f
− +→− →−

= = −  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3

1 1 1
1 1

lim lim 1 2 1 1 1 2 0 2
x x

f x f x f c c c
− +→− →−

= = −  − − + = − − −  + =  = −  

( ) ( ) ( ) 3
1 1

lim lim 1 0
− +→− →−

= = − = =
x x

f x f x f c  

Συνεπώς  ( )
3

2 2 , 1

, 1

x x
f x

x x x

− −  −
= 

−  −
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Γ.2.   Για 1x  − ,  ( ) 3f x x x= −  

Η εξίσωση εφαπτομένης της 
fC  στο ( )( )0 0,x f x  είναι: ( ) ( )( )0 0 0y f x f x x x− = −  

( ) 23 1f x x = −  συνεπώς ( ) 2

0 03 1f x x = −  

Άρα ( ) ( ) ( )( ) ( )( )3 2 3 2

0 0 0 0 0 0 0 0: 3 1 3 1y x x x x x y x x x x x − − = − −  − + = − −  

To ( ) ( )0, 2  −   άρα οι συντεταγμένες του, επαληθεύουν την εξίσωση ( )  

( )( )3 2

0 0 0 0

3 3

0 0 0 0

3

0

3

0

3

0 0

2 3 1 0

2 3

2 2

1

1 1

x x x x

x x x x

x

x

x x

− − + = − − 

 − − + = − + 

 = 

 = 

 =  =

 

Συνεπώς ( ) ( )( ) ( )3 2: 1 1 3 1 1 1 : 2 2y x y x − + =  − −  = −     

Γ.3.   Έστω ( ) ( )( ),x t y t  και η προβολή του στον άξονα x x  είναι ( )( ),0x t   

Το εμβαδόν του τριγώνου   είναι: 

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ( ) ( )21
2 2 2 2 1 3 2

2
x t x t x t x t x t x t



 = − − = − − = − +  

Άρα ( ) ( ) ( )2 3 2t x t x t = − +  και  ( ) ( ) ( ) ( )2 3t x t x t x t   =  −  

 

Την χρονική στιγμή 0t t=  έχουμε  ( )0 3x t =  και  ( )0 2x t =  

Άρα  ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0 0

. .

sec
2 3 2 3 2 3 2 6t x t x t x t     =  − =   −  =  
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Γ.4.   
( )

( )

( )
3

lim
1x

f x f x

f x x



→−

 −
+ 

−  
 

( )

( )

( )

( ) ( )

1f xf x

f x f x f x


=    άρα  

( )

( ) ( )

1f x

f x f x


  

Επομένως 
( )

( )

( ) ( )

1 1f x

f xf x f x


−    

Για 1x  −  ισχύει ( ) 2 2f x x= − −  

( ) ( )lim lim 2 2
x x

f x x
→− →−

= − − = +   άρα  
( )

1
lim 0
x f x→−

=   και 
( )

1
lim 0
x f x→−

=  

Ομοίως 
( )

1
lim 0
x f x→−

 
− = 
  

 

Συνεπώς από κριτήριο παρεμβολής ισχύει ότι  
( )

( )
lim 0
x

f x

f x



→−
=  

( ) ( )

( )

( ) 3 3

33 3 3 3
lim lim lim lim lim 1

1 1 11

u x

x x u u u u
u

f x f u f u u u u

x u u uu

=−

→− →− →+ →+ →+ →+
→+

− −
= = = = =

− + +− −
 

Άρα  
( )

( )

( )
3

lim 0 1 1
1x

f x f x

f x x



→−

 −
+ = + = 

−  
 

 

ΘΕΜΑ  Δ 

Δ.1.   i)  ( )
1 1 1

1 3 1
3

x
f x

x x x

−
 = −  = − =  

( )
1

0 0 1
x

f x x
x

−
 =  =  =  

 

H f  είναι γνησίως αύξουσα στο ( 0,1  και γνησίως αύξουσα στο  )1,+  

H f  παρουσιάζει στο 1x =  ελάχιστο το ( )1 1 ln3 0f = −   

( ) ( )( )
0 0

lim lim ln 3
x x

f x x x
+ +→ →

= − = +  γιατί 
0

lim 0
x

x
+→

=  και ( )
0

lim ln 3
x

x
+→

= −  
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( ) ( )( )
( )ln 3

lim lim ln 3 lim 1
x x x

x
f x x x x

x→+ →+ →+

  
= − = − = +  

   

 γιατί lim
x

x
→+

= +  και 

( ) ( )

( )

ln 3ln 3 1 1
lim lim lim 3 lim 0

3x DLH x x x

xx

x x xx

+

+

→+ →+ →+ →+

      = =  = =   
    

 

•   Στο διάστημα ( 0,1  η ( )f x  είναι συνεχής και γνησίως φθίνουσα. 

Άρα ( ( ) ( ) ( ))  )
0

0,1 1 , lim 1 ln3,
x

f f f x
+→

= = − +


 και  ( ( )0 0,1f  

Άρα υπάρχει ( )1 0,1x   τέτοιο ώστε ( )1 0f x =  

Επειδή f γνησίως φθίνουσα, το 1x  είναι μοναδικό. 

•   Στο διάστημα  )1,+  η ( )f x  είναι συνεχής και γνησίως αύξουσα. 

Άρα  )( ) ( ) ( ))  )1, 1 , lim 1 ln3,
x

f f f x
→+

+ = = − +


 και  ( ( )0 0,1f  

Άρα υπάρχει ( )2 1,x  +  τέτοιο ώστε ( )2 0f x =  

Επειδή f γνησίως αύξουσα, το 2x  είναι μοναδικό. 

Τελικά υπάρχουν ακριβώς δύο ρίζες 1 2,x x  της εξίσωσης ( ) 0f x =  με  1 21x x   

ii)  ( )
( ) ( ) ( )

2 2 2

1 1 1 1
0

x x x x x x
f x

x x x

 −  − −  − +
 = = =    για κάθε ( )0,x +  

Άρα η f  είναι κυρτή στο ( )0,+  

Δ2 ( )
2

1

x

x
f x dx =   

Για 1 2x x x   ισχύει ότι f  

Άρα ( ) ( ) ( )1 0f x f x f x   \ 

Για 21 x x   ισχύει ότι f  

Άρα ( ) ( ) ( )2 0  f x f x f x  

Τελικά ( ) 0f x   , για κάθε  1 2,x x x  

Άρα ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
2

2 2 2 2 2

1 1 1 1 1

1

2

ln 3 ln 3 ln 3
2

  
 = − = − = − = −  

 
    

x
x x x x x

x x x x x
x

x
f x dx x x dx x dx xdx x x dx  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
2 12

1 1 2

2 2 2 2

2 1 2 1
2 2 1 1

1
ln 3 ln 3 ln 3 ln 3 3

2 2 3 2 2

   = − − − = − − − −      
   

 
x xx

x x x

x x x x
x x x x dx x x x x x dx

x
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( ) ( ) ( ) ( )  
2 2

11

2 2 2 2

2 1 2 1
2 2 1 1 2 2 1 1ln 3 ln 3 1 ln 3 ln 3

2 2 2 2

   
= − − − − = − − − −   

   


x x

xx

x x x x
x x x x dx x x x x x . 

Τα 1 2,x x  είναι ρίζες της f. Άρα  

( ) ( ) ( )1 1 1 1 10 ln 3 0 ln 3f x x x x x=  − =  =  

( ) ( ) ( )2 2 2 2 20 ln 3 0 ln 3f x x x x x=  − =  =  

Άρα ( )
2 2 2 2

2 22 1 2 1
2 2 1 1 2 1 2 1 2 1

2 2 2 2

x x x x
x x x x x x x x x x

 
 = − − − − − = − − + − + 

 
 

( )( ) ( )
( )( )

2 2 2 2
2 1 2 1 2 12 1 2 1 2 1

2 1 2 1 1 2

22 2 1
2

2 2 2 2 2

x x x x x xx x x x x x
x x x x x x

+ − − −− − +
= − − + = = = − + −

 

Δ3.Από το Δ2 έχουμε ότι 

( )( )2 1 1 2

1
2 0

2
x x x x = − + −   γιατί 2 1 0x x−   

Άρα 1 2 1 22 2x x x x+   −   

1 1 1 11 1 2 2 1 2 1x x x x  −  −  −  −  −    και f  γνησίως αύξουσα στο  )1,+ , άρα  

( ) ( ) ( )1 2 12 2 0f x f x f x−   −   

 

Δ4.  

( ) ( ) ( )( )2 22 1 ln3f x f x x x= − + −  

Η εφαπτόμενη της 
fC  στο σημείο ( )( )2 2,x f x  έχει εξίσωση 

( ) ( )( ) ( )( )1 2 2 2 2 2: y f x f x x x y f x x x  − = −  = −  

Η f  είναι κυρτή, άρα η 
fC  βρίσκεται πάνω από την εφαπτομένη με εξαίρεση το 

σημείο επαφής ( )( )2 2,x f x  

Άρα ( ) ( )( ) ( )2 2 1f x f x x x −   και το " "=  ισχύει μόνο για 2x x=  

Η f  παρουσιάζει ολικό ελάχιστο για 1x =  

Άρα ( ) ( )1 ln3 2f x  −    και το " "=  ισχύει μόνο για 1x =  όμως: 2 1x  

Από ( )1   και  ( )2   έχουμε με πρόσθεση κατά μέλη 

( ) ( ) ( )( )2 22 1 ln3f x f x x x − + −  

για κάθε ( )0,x +  οπότε η εξίσωση είναι αδύνατη. 

 

 


